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Resumo: O problema de projeto de redes nao
capacitadas com mono-produto e custos fixos
apresenta importantes aplicagdes em sistemas
logisticos e de telecomunicagdes. Existem
diversas formulagdes para retratar esta
abordagem. Visto isto, surgiu uma lacuna em
implementar em Python a partir da formulagéo
(S) o método da Relaxagdo Lagrangeana. Foi
aplicado em 10 instancias diferentes para obter
os limites (bounds) superior e inferior a partir de
um algoritmo. Foi possivel desenvolver o
algoritmo e implementa-lo para obter os bounds.
Os resultados foram bastantes satisfatérios
quando comparados a implementacao do Modelo
S. E valido destacar que esta pesquisa esta
inserida dentro de um projeto maior, sendo um
fragmento deste projeto global.

Palavras-Chave: Problema logistico de grande
escala. Relaxagao Lagrangeana. Implementagéo
em Python.

The problem of designing uncapacitated
networks with single-product and fixed
costs: Lagrangian relaxation

Abstract: The problem of  designing
uncapacitated networks with a single product and
fixed costs has essential applications in logistics
and telecommunications systems. There are
several formulations to portray this approach.
Given this, a gap arose in implementing the
Lagrangian Relaxation method based on
formulation (S) in Python. It was applied in 10
different instances to obtain an algorithm's upper
and lower bounds. Developing the algorithm and
implementing it to get the bounds was possible.
The results were entirely satisfactory when
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compared to the implementation of Model S. It is worth highlighting that this research is part of a larger
project, being a fragment of this global project.

Keywords: Large-scale logistical problem. Lagrangian relaxation. Implementation in Python.

Introdugéo

O problema de projeto de redes ndo capacitadas com mono-produto e custos fixos consiste em
projetar uma rede transporte de forma que os fornecedores sejam capazes de suprir com produtos as
demandas no menor custo possivel, tanto em questbes de transporte quanto de instalagdo da
infraestrutura. Tal problema é também conhecido como single commodity uncapacitated fixed charge
network design problem ou ainda uncapacitated fixed charge network design problem (UFCNDP).

O UFCNDP inicialmente formulado por Hirsch e Dantzig (1968) teve destaque nas primeiras duas
décadas seguintes, sendo tratado por trabalhos como Barr et al. (1981), Cabot e Erenguc (1984),
Magnanti et al. (1986), Palekar et al. (1990), e Guisewite e Pardalos (1990). Nas ultimas duas décadas,
os trabalhos de Cruz et al. (1998), Ortega e Wolsey (2003), Gendron (2019) e Zetina et al. (2019) sao
as principais referéncias da literatura.

Problemas envolvendo cargas fixas evoluiram no decorrer desse periodo. Os precursores Hirsch;
Dantzig (1968) reduzem o problema de programagéo linear comum baseado no problema de carga fixa.
Tais autores destacam a relagdo entre o problema geral de carga fixa e problemas lineares sem
restricdes a ndo negatividade e as variaveis inteiras. O problema do caixeiro viajante, por exemplo, ja
era computacionalmente viavel de ser implementado naquela época, mas a principal limitagdo do
estudo desses autores foi a possivel falta de recursos para implementar seus métodos em um
computador e verificar a eficiéncia de seus modelos.

Uma técnica alternativa para obter os limites de uma formulacdo pode estar associada a
Relaxagcado Lagrangeana. Held e Karp (1970, 1971) foram os primeiros a usar multiplicadores
Lagrangeanos para dualizar restricbes e obter uma estratégia de relaxacéo para ser usada dentro de
uma arvore de enumeragao implicita (branchand-bound) desenvolvida para resolver o problema do
caixeiro viajante. Apesar de outros autores (Lorie; Savage, 1955; Everett, 1963; Gilmore; Gomory,
1963) terem usados multiplicadores Lagrangeanos para problemas discretos antes, a estratégia de
Held e Karp deu origem ao que conhecemos hoje como o método Lagrangeano para problemas
discretos.

Vérios modelos foram desenvolvidos ao longo dos anos e técnicas de resolugcéo de formulacao.
Sendo assim, existe uma lacuna em realizar o desenvolvimento de um algoritmo da Relaxagéo
Lagrageana para o UFCNDP-S (proposto por Ortega (2003) e obter os limites inferiores e superiores
(bounds).

Material e Métodos

A formulacdo para o UFCNDP, seja um grafo (rede) direcionado D = (N, A) com os conjuntos de
nés N={1, ..., n} e de arcos A c { (i, j) e N x N : i #j}. Cada arco (i, j) A possui um custo unitario de
transporte c; 2 0 e um custo fixo a; 2 0 de instalagdo; enquanto que cada n6 de oferta j € N tem um
valor d; > 0, ou como n6 de oferta, quando d; < 0, ou como né de transbordo, quando d; = 0. Para termos
um problema viavel, temos que Zjen d; = 0. Definimos também K+ = {j e N: d;> 0}, K-={j e N:dj<0},
e K ={j e N: dj = 0} como os conjuntos de nds de demanda, oferta, e transbordo, respectivamente,
sendo ainda D = Zjck+ dj.

Usando as variaveis de decisao binarias x; € {0, 1} e de fluxo f; = 0 para representar se um arco
(i, j) € A é instalado (xj = 1) ou ndo (x; = 0), e a quantidade de fluxo passando pelo arco (i, j),
respectivamente, pode-se formular o UFCNDP como (ORTEGA; WOLSEY, 2003):

bs(f,x) = minz eA(ci]-fij + ai]-xi]-) @)

@0
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o Z(i,j)eAfij - Z(i.i)eAfj'i =4 vien @
fij = Dxyj v(jeA (3)
x;; €{0,1} v(i,j)eA (4)
fij=0 V(i,j)eA )

A fungao objetivo (1) minimiza os custos totais de instalacdo de rede de fluxo. As restrigbes (2)
s&o de conservagédo ou balanco de fluxo pela rede. Se d;< 0, entdo d;unidades de fluxo sairdo do no j
€ N; enquanto que se d; > 0, entdo d; unidades de fluxo serédo deixados no n6 j € N; sendo que se d; =
0, entdao a mesma quantidade de fluxo que entra no n6 j € N saira dele. As restricdes (3) s&o restricdes
de ativagéo, exemplo, s6 pode existir fluxo passando no arco (i, j) € A, se o arco (i, j) estiver instalado.
Finalmente, restricées (4) e (5) mostram o dominio das variaveis.

Para a formulagéo S, apesar de termos algumas alternativas de dualizagao, vamos dualizar as
restricdes (3) através dos multiplicadores Lagrangeanos v;;= 0 para obtermos o problema Lagrangeano

abaixo:
L(U) = mlnz (Cij + vl.])fl] + Z (a,:]' - D'Uij)x,:]' (6)
(i,j)eA (i,)eA
sa) fy= > =4 %)
(i,))eA (i,))eA
x;; € {0,1} V(i,j)€EA (8)
fj =0 Vv (i,j) €A 9)

As restrigdes (7) de conservagéo de fluxo. A fij € continua, relacionada ao fluxo nas restrigbes
(9) e ligado ao dominio das variaveis junto com (8). Para achar o limite inferior Lagrangeano mais
proximo, ou seja, “justo” de ®s (f, x), temos de resolver o seguinte problema dual Lagrangeano de S
relativo as restricdes (3) através de (10):

max L(v

o) = M % ) (10)
Um limite de relaxag&o Lagrangeano ou simplesmente um limite Lagrangeano € o valor de ®(L)
e nao pelo valor de L(v) obtido a partir de um v arbitrario. Temos entado que achar v de forma que este
nos dé um limite Lagrangeano valido. Aqui, vamos determinar o valor de v de forma aproximada pelos
métodos do subgradiente (Held e Karp, 1971). O método do subgradiente € um procedimento iterativo
que aproxima o valor 6timo de v a partir de um valor inicial vO e uma sequéncia de {vh} obtida através

da regra (equagoes (11)):

v+ = max (0, vl + o (ft — Dxlt ) (11
O tamanho do passo a ser usado comumente na pratica como (12):

R 2 2t 1C0) .

Laipealfi} — Dxfp)?
A partir destas informacgdes sera desenvolvido o algoritmo.
Foi gerado as coordenadas dos nés de 10 instancias de forma aleatéria numa area quadrada de
100 x 100 com o numero de nds da rede variando de [N| = {10, 20, 30, 40, 50}. Depois foi calculada a
distancia Euclidiana entre todos os pares de nds, porém arredondando a distancia para o valor inteiro
mais proximo. Para determinar o conjunto de arcos, usou a triangulagdo de Delaunay que encontra as
arestas dos tridngulos cujas circunferéncias ndo tém nenhum né de N dentro. Fixou o custo fixo de
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cada arco proporcionalmente ao seu comprimento multiplicado por um fator igual a 50. O nimero de
nés de demandas selecionados aleatoriamente do conjunto N foi selecionado de acordo com | K+ | =
{5, 10, 15}, sendo as demandas d;, j € K+, geradas seguindo uma distribuicdo uniforme U[1, 10] de
valores inteiros. Os nés fontes do conjunto K- foram selecionados aleatoriamente entre N\ K+ de forma
que a demanda total seja aleatoriamente distribuida entre eles, porém com o sinal trocado.

Com a geragado das instancias em extensdo .py e a implementacdo das formulagbes foram
através do Windows 7 Ultimate com Intel(R) Core(TM) i5 - 3337U CPU @1:80 GHz processador, 6 GB
RAM, e 64x arquitetura. O software Python 3:8 e os pacotes computacionais como Python-MIP foram
aplicados para resolver os modelos. Posteriormente foram obtidos os limites superiores e inferiores
para cada instancia através do algoritmo desenvolvido.

Resultados e Discussao

Através da Tabela 1 é possivel verificar as dez instancias (i1, i2, i3, ..., i10) geradas que foram
codificas de acordo com cada configuragédo. Para cada configuragdo, tem-se na segunda coluna (N) a
quantidade de nés, terceira coluna (A) a quantidade de arcos, quarta coluna a quantidade de nés de
demanda (K+) e quinta coluna (K-) a quantidade de nds de oferta. As colunas subsequentes encontram-
se os resultados obtidos da implementagdo: Quantidade de interagdo, o tempo (s) e os bounds (LI e
LS) para a Relaxagao Lagrangeana.

Devido as limitagbes computacionais, a quantidade de nés de oferta gerados por configuragdo
foram restringidas quanto ao tempo disponivel para compilar os modelos no software e a complexidade
das arvores geradas. Para todos os resultados, criou-se graficos para uma melhor compreenséo dos
valores obtidos, explorando-os melhor.

Tabela 1 — Resultados gerais obtidos da Relax&o Lagrangeana

Cddigo N A K+ K- lteracGes Tempo LI LS
(nimero) (s)
i1 10 44 5 2 674 3,525 2.318,94 7.420,00
i2 10 44 8 2 647 3,003 1.803,73 6.985,00
i3 20 98 10 3 587 5,157 3.921,12 12.836,00
i4 20 102 10 2 775 7,155 4.605,46 17.778,00
i5 30 160 10 5 677 9,549 2.946,91 16.531,00
i6 30 152 10 S 674 9,212 3.259,67 14.058,00
i7 40 220 15 4 720 13,733 4.729,74 23.227,00
i8 40 218 15 4 641 12,251 3.897,26 18.227,00
i9 50 270 15 3 725 17,741 4.421,96 18.381,00
i10 50 274 15 3 800 19,352 4.291,70 17.232,00

Fonte: autoria propria

O grafico da Figura 1 evidencia dois resultados, a quantidade de iteragdes realizadas (n°) e o
tempo (s), ambos em relagdo as dez instancias. E notério que o tempo representado em vermelho
apresenta uma ascendéncia de execugdo de acordo a rede fica maior e mais complexa. O R? foi
bastante satisfatério para tal, chegando a 0,9447. Em relagdo a quantidade de interagcées necessarias
para obter os limites, apresenta evidéncias de um aumento mais moderado, entretanto, o R? (0,2604)
nao permite tirar conclusdes mais solidas. Um fator interessante € que a complexidade em resolver o
problema nao se encontra apenas no tamanho da rede, mas também na quantidade de nés de oferta
(Zetina et al., 2019).
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Figura 1 — Apresentacdo do numero de iteragdes e o tempo de execugdo para cada instancia gerada
Fonte: autoria propria

E sabido que as redes mais densas sugerem um maior tempo para solucionar o problema em
virtude da complexidade (Gendron, 2019).

A Figura 2 apresenta os limites inferiores e superiores para o algoritmo gerado. Pode-se notar
que a instancia de nimero 7 apresentou uma diferencga entre LI e LS. Tal fato pode ser explicado pela
complexidade que uma rede pode se tornar com a combinagdo da quantidade de nds (oferta e
demanda) aliada a configuragéo dos arcos (Ortega; Wolsey, 2003).

35.000,00
——1L]

30.000,00 o—1S
25.000,00
[%2]
0.000,00
=
(@]
5.000,00
10.000,00

0,00

i1 i2 i3 i4 i5 i6 i7 i8 i9 i10

Instancias

Figura 2 — Limites inferiores e superiores da Relaxagédo Lagrageana
Fonte: autoria propria

Por fim, apresenta-se a Figura 3 com o algoritmo que proporcionou chegar nos resultados
obtidos:
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PARE, M — N, 0 norm « ) (fy — Dxj)’
while PARE = N do L
(inf, %, f) « L{v") gap <« 10? T . " -
(sup, %P, P} « SolucidoPrimal(%, ) if (norm < ")V (y" < £¥)V (h = h*) V (gap < £9°F) then
LS « min(sup, LS) IPARE <5
alse

if I/ < inf then ., b (LS—L)
U, M — iﬂf. 0 a (_ 14 norm )
vt e max(0, v + G"]g':-.j,]l Wi, j)e A

else i
Me—M+1 end if

end if h«h+1

if M = MMAY then end while
yIM o 50

end if

Figura 3 — Algoritmo gerado para propor a Relaxagédo Lagrangeana
Fonte: autoria propria

Conclusao
Ao longo destas implementagdes, vimos as dificuldades e facilidades de implementagdo do
algoritmo desenvolvido. Vimos também o desempenho do método na resolugao do problema proposto.
Os resultados foram bastantes satisfatorios por conseguir chegar em valores plausiveis na
implementagdo quando comparados ao Modelo S (extenséo desta pesquisa).
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